ZUR LINEAREN TRANSFORMATION DER ¢-REIHEN®

VON

F. MERTENS

§1.

ES sei (0] eine com lexe Gr6sse in welcher der Coefﬁcient von % sitiv ist,
Y
und zur Abkiu'zung
q e‘iﬂrw.

Definirt man die J-Reihen durch die Gleichungen:
H@,0)= 3 (—1pgterrs,
I (x, @) = — i3 (— 1) gmtd? gnttimiz,
Fy(w, @)= 3 gt elntiimiz,
Sz, @)= 3 g ez,
(n=0,%=1, =2, +3,--.)

so besteht die lineare Transformation dieser Reihen in der Ersetzung von
durch (y + dw)/(a + Bw), wo a, B, v, & ganze der Gleichung

ad—By=1
geniigende Zahlen sind.

Wird zur Abkiirzung
a+,8a>=N, "Y+8(0=M

gesetzt, so kann mit Hilfe der elementaren Transformationsformeln :
3 (x, 1 + 0) =¥, (x, @),
d(x, 1+ 0)= ei“lt?l(w, o),
3, 1 + 0)= et“lﬂz(w, ®),
Fy(x, 1 + 0) =9 (2, ),
ima?

(‘f, _1)=~/—iwe.7192(w,w),

(0] «

3,

0

* Presented to the Society (Chicago) April 6, 1901. Received for publication March 5, 1901.
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1 ina?

01(%0,’ _~)= —ivV—ivew 3 (z,0),

w
1 U
02(2, _5>=~/_ e 3 (@, ),

x 1 ima?
193(_’ - —) =V—iwe* (=, w),

(0] (4]

leicht gezeigt werden, dass &, (x/ N, M]N') die Gestalt ae” 4, (%, ) hat, wo a, b
Constanten bezeichnen.

Ist namlich B nicht = 0, so sei B’ der kleinste nicht negative Rest von 8 in
Bezug auf den Theiler 8 und

8=gB+B/9 7=ga+a/’
¥ =—a, 8,=—18,

o +Bo=N', o +80=M.
a'd — :8"7' = 11 IB’l < |:8| D

x M —2 N’ hild x —N'
o (5 a) =2 (3 =30 )= =< (o )
LA ey g i",_“z, e M
=1e* N eM' N 01(N7’W7);
&, (x/N, M/N) wird also die behauptete Gestalt haben, wenn &, (x/N', M’/N")
sie hat. Die Ausdriicke M ', N’ sind aber insofern einfacher wie M, XV, als
18] <8 st

Ist B’ noch nicht = 0, so konnen ebenso Ausdriicke
MII —_— 'YII + sllw, N// —_ all + B//w

angegeben werden, in welchen |8"| < |8’| ist, und &, (x/N, M]N') hat zugleich
mit &, (x/N”, M’/ N") die behauptete Gestalt.

Durch Fortsetzung dieser Schliisse gelangt man zu einer linearen Transfor-
mation (y™ 4 8™w)/(a™ + B™w), in welcher 8™ = 0 ist. Es geniigt daher die
behauptete Gestalt von &, (/V, M]N ) fiir den Fall 8= 0 nachzuweisen.

Der Gleichung

Es ist dann

118 = 1
zufolge ist dann @ = 6 = &= 1 und daher

M aymi
01(%’W)=01(aw’“7+“’)=“e t Y, ).

Um die Constante b zu bestimmen, ersetze man « durch « + . Es wird
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2|

= q P DIAONE (— 1)=+8 9 (z, »)

q° 228 miz
und nach Forthebung von a e’ &, (x, »)

2 2
1 —_ e2(bN—iBfr)z ebN q—ﬁ ( 1)a+ﬂ .
Es muss also

bN — Bri= 0, b=%”?

sein.
Die grosste Schwierigkeit bereitet die Bestimmung der Constante a. Dif-
ferentiirt man die Gleichung

x M
01(7, jv——)=ae”’2§1(oc,w)

nach 2 und setzt hierauf x = 0, so ergiebt sich

1 (M ,
Fﬂl(o, 'JV-—) =al91(0, (D).

Es ist aber, wenn mit Herrn DEDEKIND

2t wind 7 (o) = ¢*II(1 —¢™) (n=1,2,3 )
gesetzt wird,
3, (0, 0) = 27 7* (@)

-3 ()

Die Bestimmung von @ ist hierdurch auf die von n(MjN') zuriickgefiihrt.
In dem Folgenden soll der Ausdruck n(M/XN ) mit Hilfe der Formeln

und daher

71 +0) = e (@),

2(-3)=v =@

ermittelt werden.*

* HERMITE, Liouville’s Journal, Ser. II., T. III.
DEDEKIND, Erliuterungen zum XX VII Fragment in Riemann’s Werken.
H. WEBER, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen und Zur Theorie der ellip-
tischen Funktionen, Acta Mathematica, Bd. VI.
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§2.

Hilfssatz. Es seien 4, B von Null verschiedene complexe Grossen, deren
reelle Bestandtheile nicht negativ und nicht beide = 0 sind. Zieht man die
Quadratwurzeln v/ A, v/ B so aus, dass ihre reellen Bestandtheile positiv sind,
so hat auch das Product v/ 4 +/ B einen positiven reellen Bestandtheil und ist
daher derjenige Werth der Quadratwurzel +/ A B, welcher dieselbe Eigenschaft
hat.

Setzt man

VA=a+id, vB=2b+1ib,
so ist
A =a*—a” + 2iad, B =10 —b" 4 2V,
VA VB=ab—ab +i(ad + bd),
und nach der Annahme a, b positiv, eine der Grossen a? — a”, b* — b positiv,
die andere nicht negativ. Ist etwa a? — a” positiv, so sind @ + @, @ — @’ posi-
tiv. Da ferner die Grossen b 4 ', b — b’ nicht entgegengesetzte Vorzeichen

haben und ihre Summe positiv ist, so ist eine derselben positiv, die andere nicht
_negativ. Daher ist auch eine der Grossen

(a4 a)(bd—-0b), (a—a)(b+7?)
positiv, die andere nicht negativ und ihre Summe 2 (ab — a’d") somit positiv.
§3.
a+Bw=N, 'Y+B(D=M,

Es sei

wo a, B, v, & ganze, der Gleichung

geniigende, Zahlen sind, und es handele sich um die Bestimmung des Ausdrucks
n(M]N).

Es sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem ad oder By ungerade ist.

Sind a, & ungerade, so darf a positiv angenommen werden, da man eintreten-
denfalls die Vorzeichen aller vier Zahlen a, 8, v, & umkehren konnte, ohne den
Quotienten M/ N zu dndern.

Es sei zunichst 8 gerade und vom Null verschieden.

Der absolut kleinste Rest &, der ungeraden Zahl & — B(y + 1) in Bezug auf
den Theiler 28 ist ungerade und liegt demzufolge, vom Vorzeichen abgesehen,
unter B. Setzt man

d=gB+9d, vy=ga+tv,
ad, — By, =1

so ist
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und v, den Congruenzen
g =v+1 (mod2),

NhET—Y9 (m°d2)

zufolge ungerade. Es sei ferner B, der absolut kleinste Rest von 8 in Bezug
auf den Theiler 28, und

B=.b81+18i’ a=k'71+a1a

so dass 4, B, gerade, a, ungerade sind.
Bezeichnet a die Einheit mit dem Verzeichen von @, und setzt man

“1 = aa,,, Bl = aB,, '71 = a’yl, 81 = aS',
al + Blw —_ Nl’ 7I + 8/ ’ _ MI,
so ist
a/a/ _ /3")" — 1’

a’ positiv und die Bestimmung von n(M/N') auf die von y(M'/N') zuriick-
fiihrbar.
Man hat, wenn zur Abkiirzung

a1+Blw=‘N;’ 'Y[+81w=M;’

gesetzt wird,

—N\_ [—i_(M\  |=id, (¥
n M = JV; n Wl = -ZV-I n W/ ’
wo die Quadratwurzeln, wie iiberall in dem Folgenden, mit positivem reellen
Bestandtheil auszuziehen sind. Hiernach wird

2 () = I J2 ()
N)=F NN "V )
Bezeichnen ¢, b die Einheit mit dem Vorzeichen von vy, beziehungsweise 3,
so hat 8 der Gleichung 8 = (a8, — 1)/y, zufolge das Vorzeichen von ¢p und jede
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der Grossen iN/M,,— idM,, — icoNV einen positiven reellen Bestandtheil, da-

her ist
o
ﬂ—l v - ’LDM = \/bN,
VZION V= vVIN, v—idN vdbi= VN
und sonach

iN vN Vi
M~ VDM, v bi
Ist B, von Null verschieden, so hat es, der Gleichung 8, = (a,8, — 1)/, zufolge,

das Vorzeichen von a8, /y, oder ach und die reellen Bestandtheile der Grossen
—iM/N,, —1/idbM , —icdN' sind positiv. Sonach ist

J—i]l[l T 1 1
Ny, N—dM, VN, VN’

VZIoON Vai=+vaN', v —ioN Vi=vVN,

und demzufolge

—iM, = aM, Vi

N, T VN Vi
Diese Gleichung ist aber auch noch richtig, wann 8, = 0 ist, weil dann a3, =1,
also
“1=81=a=b’ N’=1,
J A = v =M, Viac= Vb
ist.

Die Einsetzung der gefundenen Werthe von viN/M,, v/ — iM, | N, ergiebt

(A)-posivy, oy,
N\¥)= Veava "\ ¥ )
da aber

=1, act=1"
ist, so wird

und demnach
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Die Potenz
¢(=a)
i 2
lasst sich mit Hilfe des LEGENDRE-JACOBI’schen Zeichens vereinfachen.
Die Identitit
cl—a)y=@1—a)a'y,+ (a—1)(a"y, —¢)
=@ —a)y,+(@—a)y, +c(a—1)(a'cy, —1)
ergiebt nach Ersetzung von a — a, durch Ay,
¢l —a)=hy] +(a' —a)y, + c(a — 1) (a’cy, — 1),
und es wird daher, weil ¢, ungerade ist,
c(l—a)=h+(a —a)y,+ (a—1)(a’cy,— 1) (mod 8),

¢(1—a) h+(a’—a) y1 a—1 a’cy;—1

i =4 f (=1)F T

a—1 a’cy;—1
P ()= ()2
~u7 = () =(%)(5)

(a/—a) a—a’ a’—1 y3+1 a—1yq+1
Y1 Y1

¢ 2 =4 2 (_ 1)—2 _2—(_ 1)'2——2—'

Es ist aber

~ und nach dem quadratischen Reciprocititssatze,

() ) ()E)
() ()

Aus den Gleichungen
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c(1—a) h+a—a’ B B’
a a

Nach Ersetzung von ¢** durch p* ergiebt sich daher

Somit wird

(&) ()= () e 0 (%),

Der Factor p?t* kann in zwei andere zerlegt werden, welche beziehungsweise
nur von a, 8B, v, d und a’, B, ", 8" abhingen.

Der einfachste Weg zu dieser Zerlegung beruht auf dem Umstande, dass die
Produkte (a?—1) (82 —1), (y? — 1) (87 — 1) Vielfache von 24 sind. Denn
einer der Factoren a? — 1, 8% — 1 muss nach dem FeErMAT schen Satze ein Viel-
faches von 3 sein, weil a, B nicht beide durch 8 theilbar sein konnen, und a®—1
ist ein Vielfaches von 8. Dieselben Griinde gelten fiir (2 — 1) (8 —1). Es
ist daher

1=a’+ B — a8
L=t —a 0
und die Multiplication mit g, % ergiebt

=aga+ BgB—a’BgB
g g g (mod 24).
h = o hy, + 8 k8, — hy'8}

Nach Ersetzung von ga, g8, Ay,, 8, durch y — y,, 8 — 8, a—a , 8—p, folgt
hieraus
g=aly—v)+B@—298)—a’B(d—39)

h=v(a—a)+8(8—B)—hnd
und man erhalt durch Addition
g+ h=ay—ayy + B8— B8 —a’BS + alB 3
+ 8, (a’8 — alB)) — hy?d} (mod 24).

(mod 24),

Ersetzt man aber in den Identititen
a'B — aif, = (@ + aa, + a}) (B — B)) + (a + a))(aB, — a,B),
aB—apB =(a+a)(B—RB)+aB —apf
B — B, durch A8 , aB, — a,8 durch — A, so wird
8, (a’B — alB)) = A8} (a® + aa, + a}) — Ad (a + a,),
aB —a B = hd (a+ a)—h,
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und die Addition ergiebt
8, (a'8 — aiB) = — aB + a,B, — h + K8} (a* + aa, + a}).

Mit Hilfe dieser Gleichung nimmt die vorstehende Congruenz fiir g + 4,
wenn zur Abkiirzung
A = ay + B8 — a?B5 — ap.

Ar — a/'y/ + B/S] _ a;2 rsi _ a’B’,
C = k(@ + aa, + a3 — )
gesetzt wird, die Gestalt

g+2h=A4A— A+ 8C (mod 24)
an.
Nach Ersetzung von @ durch Ay, + a, wird ferner

C= (B* — k) + 8A%ayy, + 8hal.

Es ist also einerseits, weil A* — & nach dem FERMAT’schen Satze ein Vielfaches

von 3 ist,
C=0 (mod 3)
und anderseits, weil A gerade, @, und v, ungerade sind,
‘ h(h
C= —k+k’+3h=4§ §+ 1) (mod 8)

= 0 (mod 8).
Da hiernach C ein Vielfaches von 24 ist, so folgt
g+2h=A4—A" (mod 24),
P = A=,

1—a 1—a’

()5 (3)-() % ()

Diese Gleichung zeigt, dass der Ausdruck

und man hat

1—a

QREE

ungeiindert bleibt, wenn man von den Zahlen a, B, v,  zu a’,-8’, v', &' iiber-
geht. Letztere Zahlen besitzen aber dieselben Eigenschaften, welche bei den
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urspriinglichen Zahlen a, B, v, & vorausgesetzt werden und sind insofern ein-
facher, als |3'| <A ist. Denn es ist

alSl. _ B"Y’ = 1’

a’, & ungerade, 8’ gerade, @’ positiv und |8'| <|3,| <|B|.

Ist B’ noch nicht = 0, so kann eine neue Reihe von vier Zahlen a’, 8, v, &
ermittelt werden, fiir welche der vorstehende Ausdruck denselben Werth hat
wie fiir a, 8, v, 8. Da die Zahlen (8|, |8’|, - - - eine abnehmende Reihe bilden,
so fithrt dieses Verfahren nach einigen Schritten zu vier Zahlen a™, 8™, o™,
&™), deren zweite = 0 ist.

Hiermit ist die Aufgabe in allen Fillen auf die Bestimmung des vorstehenden
Ausdruckes in dem Falle 8 = 0 zuriickgefithrt. Dann ist aber

st amn (2)=(D)

und der fragliche Ausdruck wird
=p7 (7 + 0) = n(v).
Somit ist bei geradem 8

()= (8) F o,

a
Ist B ungerade, so ist 8 — a gerade, 8§ —  ungerade,
a@—y)—B—a)y=1
und daher nach dem vorhergehenden Falle

CREE I
M Tt T | (B—a) CJ“—N“ ©
(W)=7| —aras |~ (557) T (55s):
R T
L
wo
C=ay+B—a)d—v)(1—0a’)—a(B—a).
Es ist aber

(59)-()
C—A4—1=(1-a(ay—ad—By—1)
= (a®—a)(28 — )

= 0 (mod 24),
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weil a® — a durch 3 und 8 theilbar ist, und
) Jz(1+w) _1 1
1 +a)) ) T
(14w 1
=p- Jz(l-{-w) V- zwn(w)

Da iiberdies die Grossen iN/w, — iw/(1 + ), — iw positive reelle Bestandtheile
haben, so wird

iN | —iw N
J J1+w 1+w JT\/_W’—VN

und demnach

J —iw
1+(0 _zw 1+(D.

Dabher ist, wie bei geradem 83,

1 (20)= (B) oo,

§4.
Es sei By ungerade. Man darf B positiv annehmen.
Man hat
5 1
MA)="7 ) —71
N 1
B+ as

und daher auf Grund des bereits erledigten Falles

(¥7)=(%) 5 do (3,

B = 88 + ay — ayB’ + af

wo

ist. Es ist aber

N
m‘ '
=
N
I

(%) (5)==v7(5):
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7 (—5—) =v —iw n(0),

Wy A -=J£
@

vV —iw

und sonach




