
ZUR LINEAREN TRANSFORMATION DER ¿-REIHEN*

VON

F. MERTENS

§1-

Es sei m eine complexe Grosse, in welcher der Coefficient von i positiv ist,

und zur Abkürzung

q = e4™.

Definirt man die ¿-Reihen durch die Gleichungen :

#0 (x, co) =       X) ( - 1)" ?"2 e2K"*'

&x(x, a) = — i ¿r ( -1)»^»+»* «(*+!>»**,

&2(x,co) =       £ q(n+i)2 e(2n+V"ix,

d3(x,a>)=        ^q^e2™**,

(ji = 0, ±1, ±2, ±3, •••)

so besteht die lineare Transformation dieser Reihen in der Ersetzung von w

durch (7 4 8co)/(a 4- ßa>), wo a, ß, 7, 8 ganze der Gleichung

a8 - ßy = 1

genügende Zahlen sind.

Wird zur Abkürzung
a 4- ßa> = X,    y + 8(0 = M

gesetzt, so kann mit Hilfe der elementaren Transformationsformeln :

#0(x, 1 A-<°) = &3(x, (o),

in

^(x,! A- <») = e^&i(x, «>),

fir

$2(x,l + w) = e~* #2(x,co),

&3(x, 1 + ffl) = &0(x, (ú),

/ x \\ _    *^£_2

* Presented to the Society (Chicago) April 6, 1901.    Received for publication March 5, 1901.
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/ x 1 \ _    inx

*H¿' -wJ=-i^-^e-  âx(x,co),

(x        1 \ _   iirx2

¿' -¿J=^-we-   #0(a;,«>),

leicht gezeigt werden, dass êx (x/N, M/N) die Gestalt a eb"2 &x (x, a>) hat, wo a, b

Constanten bezeichnen.

Ist nämlich ß nicht = 0, so sei ß ' der kleinste nicht negative Best von B in

Bezug auf den Theiler ß und

0 = gß + ß',       7 = 9a + a'i

y   =  — a, B' mm — ß,

a'4-ß'v = N',     y' + è'mmmM'.

Es ist dann

a'o"-/3y = l,     \ß'\<\ß\,

(JL K\-    (~x        K\        -V   ( x   -N'\
1 \N ' WJ ~   l \ M" 9 ~ M' ) - ~ e " ^[W* ~W~ )

— iM'   ™¥'   ^      /  x     M'\_    pM'N'  ß.   |_      _   I ,
1 V N' ' N' ) '■-™   M   N

&x (x/N, M/N) wird also die behauptete Gestalt haben, wenn âx (x/N', M'/N' )

sie hat. Die Ausdrücke M', N' sind aber insofern einfacher wie M, N, als

|/3'|<|/3|ist.

Ist ß' noch nicht = 0 , so können ebenso Ausdrücke

M" = 7" + B" a, N" = a" 4- ß" œ

angegeben werden, in welchen |/3"| < ]/3'| ist, und ûx(x/N, M/N) hat zugleich

mit &x(x/N", M"/N") die behauptete Gestalt.

Durch Fortsetzung dieser Schlüsse gelangt man zu einer linearen Transfor-

mation (y("° -f 8("l)ta)/(a(ra) + /3(m V), in welcher ß"l'> = 0 ist. Es genügt daher die

behauptete Gestalt von d-x(x/N, M/N) für den Fall /3= 0 nachzuweisen.

Der Gleichung
aS=l

zufolge ist dann a = B = ± 1 und daher

/ x    M\ ay7ri

<M   jy, W) = ^(aX' ay + <ú) = ae   *    &i(x,a>).

Um die Constante b zu bestimmen, ersetze man x durch x + N.    Es wird
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„ (x 4 N   M\ nix    M\ „iin!o,        ._    N

^\^r'w) = -â\x'w) = ae Kx+N)»i(x+ *,«>)

=   aebx1+ibNx+lN* t        JWf   ^1 (X ' m)

qß2e'

und nach Forthebung von a ebjc &x (x, tu)

— 1 = eW*r-iß*)z ew2 q-ß2 (— iy+ß

Es muss also

Qiri
bX-ßtri=0,    b = ~

sein.

Die grösste Schwierigkeit bereitet die Bestimmung der Constante a.    Dif-

ferentia rt man die Gleichung

nach x und setzt hierauf x = 0, so ergiebt sich

y-*i(o,y)-a#i(0,.).

Es ist aber, wenn mit Herrn Dedekind

y (») = g* n (1 - q2n) (n = 1, 2, 3, • ■ ■ J

gesetzt wird,
#;(0,<a) = 27T773((ü)

und daher

a=   1  /t,(M/N)Y

Die Bestimmung von a ist hierdurch auf die von y(M/N) zurückgeführt.

In dem Folgenden soll der Ausdruck n(M/N) mit Hilfe der Formeln

l(H»)= eat¡(et>),

y I-J = \/ — i<u 77 (cd)

ermittelt werden.*

*Heemite, Liouville's Journal, Ser. II., T. III.

Dedekind, Erläuterungen zum XXVLL Fragment in Biemann's Werken.

H. Weber, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen und Zur Theorie der ellip-

tischen Funktionen, Acta Mathematica, Bd. VI.
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§2.

Hilfssatz. Es seien A, B von Null verschiedene complexe Grossen, deren

reelle Bestandtheile nicht negativ und nicht beide = 0 sind. Zieht man die

Quadratwurzeln S'A, SB so aus, dass ihre reellen Bestandtheile positiv sind,

so hat auch das Product SA S'B einen positiven reellen Bestandtheil und ist

daher derjenige Werthder Quadratwurzel S AB, welcher dieselbe Eigenschaft

hat.

Setzt man

SA = a 4- id,    SB = b 4- ib',
so ist

A = a2 - a'2 4- 2iaa\    B = b2 - b'2 + 2ibb',

SA SB =db — db' + i (ab' + bd),

und nach der Annahme a, b positiv, eine der Grossen a2 — d , b2 — 6' positiv,

die andere nicht negativ. Ist etwa a2 — d positiv, so sind a + d', a — a' posi-

tiv. Da ferner die Grossen b -f- b', b — o' nicht entgegengesetzte Vorzeichen

haben und ihre Summe positiv ist, so ist eine derselben positiv, die andere nicht

negativ.    Daher ist auch eine der Grossen

(a + d) (b — b'),    (a — d) (b + 6')

positiv, die andere nicht negativ und ihre Suinnie 2 (ab — ab') somit positiv.

§3-
Es sei

a + ßm = N,    y + Ba = M,

wo a, ß, 7, B ganze, der Gleichung

aB - ßy = 1

genügende, Zahlen sind, und es handele sich um die Bestimmung des Ausdrucks

v(M/N).
Es sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem aB oder ßy ungerade ist.

Sind a, B ungerade, so darf a positiv angenommen werden, da man eintreten-

denfalls die Vorzeichen aller vier Zahlen a, ß, y, B umkehren könnte, ohne den

Quotienten M/Nzu ändern.

Es sei zunächst ß gerade und vom Null verschieden.

Der absolut kleinste Best Bx der ungeraden Zahl B — ß(y -f 1) in Bezug auf

den Theiler 2/3 ist ungerade und liegt demzufolge, vom Vorzeichen abgesehen,

unter ß.    Setzt man

& = gß + $i,    7 = ga 4- 7,,
so ist

aBx - ßyx = 1
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und 7j den Congruenzen

g «7 + 1   (mod 2),

7i = 7 - 9   (mod 2)

zufolge ungerade.    Es sei ferner ßx der absolut kleinste Rest von ß in Bezug

auf den Theiler 28 x und

ß=th8x + ßx,    a = hyx + ax,

so dass h, ßx gerade, ax ungerade sind.

Bezeichnet a die Einheit mit dem Verzeichen von ax und setzt man

ax = aa,   ßx = aß',    yx = 07',    8X = a8',

a' 4- ß'a = N',    7' 4 o V = M',
so ist

a'8' -ß'y' = 1,

a  positiv und die Bestimmung von y (M/N) auf  die von y(M'' /N') zurück-

führbar.

Man hat, wenn zur Abkürzung

ax + ßxco = Nx,     yx+8xco=Mx,

iff

e12 = p

gesetzt wird,

^(§) = ̂  + §)=P^(f)»

v{x)= ^wxv{-m}^

<=2)'1=F'&)-4=#<Ï)-
wo die Quadratwurzeln, wie überall in dem Folgenden, mit positivem reellen

Bestandtheil auszuziehen sind.    Hiernach wird

(M\ ,   \ÏW   X^ÏM,    (M'\

Bezeichnen c, b die Einheit mit dem Vorzeichen von yx beziehungsweise 8X,

so hat ß der Gleichung ß = (a8x — V)jrf zufolge das Vorzeichen von cb und jede
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der Grossen iN/Mx, — ioMx, — icbN einen positiven reellen Bestandtheil, da-

her ist

^S~-ibMx=sSbN,

S— icbN Sei = SbN,    S— icbN Scbi = SN
und sonach

SeiÏŒ       SN

\MX= V-ibMx Scbi

Ist ßx von Null verschieden, so hat es, der Gleichung ßx = (axBx — T)/rix zufolge,

das Vorzeichen von axBJyx oder acb und die reellen Bestandtheile der Grossen

—iMx/N1,—l/ibMx,—icbN' sind positiv.    Sonach ist

p¿s¡   I    i_i_        l
\   N~ S-ibMx - ^/blyr ~ v/¡bF '

S — icbN' Saci = SabN',    S — icbN' Scbi = SN',

und demzufolge

I — iMx     S — ibMx Sá>i
\~Ñ]~=    s/W    Sati'

Diese Gleichung ist aber auch noch richtig, wann ßx = 0 ist, weil dann axBx = 1,

also

ax = Bx == a = b,    N' = 1,

•J—tö-—1 = S—ibMt,    Siac = Scbi

ist.

Die Einsetzung der gefundenen Werthe von SiN/Mx, S — iMx/Nx ergiebt

(M\_p»-hSäSN    (M'\

V\Ñ)=   SadSN'  T'\W)''
da aber

ist, so wird

ci = ic,    aci = iac

Sei = e * ,    Saci = e 4  ,

Sei '*-«   -^ ((!—«)

Saci

= e-c(l-a)

und demnach
1        / M\ t*3=S    1        /il/\

•.ZV
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Die Potenz

i      2

lässt sich mit Hilfe des LEGENDRE-jACOBi'schen Zeichens vereinfachen.

Die Identität

c(l - a) = (1 - a)a'y, 4 (a - l)(a'yx - c)

= (a — 0)7,4 (a — ax)yx + c(a— l)(a'cyx —1)

ergiebt nach Ersetzung vón a — ax durch hyx

c(l — a) = A7^4-(a' — a)yx 4- c(a - l)(a'c71 —1),

und es wird daher, weil 7, ungerade ist,

c(l — a) = h + (a' — a)yx 4 (et — 1)(«'C71 — 1) (mod 8),

c(l_a) »+(a'-o)yi «-1 o^yj-1

f 2~  = i 2 (— 1)~2 *~ .

Es ist aber

<-»—-fe)-œœ-
(a'—a) yi a—a/ a'—1-yj-f-l a—1 Yi + 1

i~    = i~ r_ iyr — (_ iyr ~¡r

und nach dem quadratischen Reciprocitätssatze,

Aus den Gleichungen

o = ¿7, 4 a,,

-/371=l-aS1,     — £,7, = 1 — aß

folgt überdies

(îMîMtMîXk)-
(^)=(^)(!)-. (=?)-(*)•
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Somit wird
'0-«)i(l-") h+a-a'   / ß\   /ff*

o *       2 /   "   1 /   "

\a )\a' )'

Nach Ersetzung von ihl2 durch p3h ergiebt sich daher

Der Factor pß+2h kann in zwei andere zerlegt werden, welche beziehungsweise

nur von a, ß, y, B und a', ß', 7', B' abhängen.

Der einfachste Weg zu dieser Zerlegung beruht auf dem Umstände, dass die

Produkte (a2 - 1 ) (ß2 - 1), (y2x - 1) (S2 - 1) Vielfache von 24 sind. Denn

einer der Factoren a2 — 1, ß2 — 1 muss nach dem FERMAT'schen Satze ein Viel-

faches von 3 sein, weil a, ß nicht beide durch 3 theilbar sein können, und a2 — 1

ist ein Vielfaches von 8. Dieselben Gründe gelten für (7J — 1) (S2 — 1). Es

ist daher

1 = a2 4- ß2 - a2ß2

(mod 24),
1 = 7? + o2 - 72°i

und die Multiplication mit g, h ergiebt

g = aga4r ßgß — a2ßgß

(mod 24).
h = yxhyx4-BxhBx-hy2xB2x

Nach Ersetzung von ga, gß, hyx, hBx, durch 7 — yx, B — Bx, a—ax, ß—ßx folgt

hieraus

g^a(y-yx)4-ß(S-Bx)-a2ß(B-Bl)
(mod 24),

hSyx(a-ax) + Bx(ß-ßx)-hy2xB2x

und man erhält durch Addition

g + h = ay - axyx -4- ßB - ßxBx - a2ßS + a2/^

+ Bx (a2ß - a\ßx) - hy\B2x (mod 24).

Ersetzt man aber in den Identitäten

a2ß - a\ßx = (a2 + aax + a2)(ß - ßx) + (a + ax)(aßx - aß),

aß - axßx = (a + ax) (ß - ßx) + aßx - axß\

ß — ßx durch hBx, aßx — axß durch — h, so wird

Bx (a2ß - a\ßx) = hB\ (a2 + aax + a2) - hBx (a + ax) ,

aß — aßi = hBx (a + ax) — h;



1901] TRANSFORMATION   DER   ¿-REIHEN 339

und die Addition ergiebt

o\ (a2ß - a2ßx) = -aß + axßx - h A-h82x (a2 + aax + a2x).

Mit Hilfe dieser Gleichung nimmt die vorstehende Congruenz für g -\- h,

wenn zur Abkürzung

A = ay A- ß8 - a2ß8 - aß,

A = a'i A- ß'V - a'2ß8' - aß',

C = h(a2+aax + a2x-y2x)

gesetzt wird, die Gestalt

g A- 2h m A - A A- o2xC (mod 24)
an.

Nach Ersetzung von a durch ^7, 4 ax wird ferner

C = (h3 - h)y2x 4- U\yx + Shal.

Es ist also einerseits, weil h3 — h nach dem Fermât'sehen Satze ein Vielfaches

von 3 ist,

C== 0 (mod 3)

und anderseits, weil h gerade, ax und 7, ungerade sind,

C= -h + h2+M = 4~(^A-l) (mod 8)

= 0 (mod 8).

Da hiernach C ein Vielfaches von 24 ist, so folgt

g 4- 2h = A - A'  (mod 24),

und man hat

(ß\i~^p-A     (M\     /ß'\f^p-A'    (M'\

Diese Gleichung zeigt, dass der Ausdruck

(ßXi^p-*    (M\

ungeändert bleibt, wenn man von den Zahlen a, ß, 7, 8 zu a',ß', 7', 8' über-

geht.    Letztere Zahlen besitzen aber dieselben Eigenschaften, welche bei den
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ursprünglichen Zahlen a, ß, y, B vorausgesetzt werden und sind insofern ein-

facher, als |/3'| < \ß\ ist.    Denn es ist

a'B' -ß'y' = 1,

a , B' ungerade, ß' gerade, a  positiv und \ß'\ < |8,| < |/3| .

Ist ß' noch nicht = 0, so kann eine neue Beihe von vier Zahlen a", ß', y", B"

ermittelt werden, für welche der vorstehende Ausdruck denselben Werth hat

wie für a, ß, y, B. Da die Zahlen \ß\, \ß'\, • • ■ eine abnehmende Beihe bilden,

so führt dieses Verfahren nach einigen Schritten zu vier Zahlen a(n), /3('°, 7Cn),

S(n), deren zweite = 0 ist.

Hiermit ist die Aufgabe in allen Fällen auf die Bestimmung des vorstehenden

Ausdruckes in dem Falle ß = 0 zurückgeführt.    Dann ist aber

,_,_,. Ä = y, (f)-(J)-t.
und der fragliche Ausdruck wird

s= p-y v (y 4- o>) = V (cd).

Somit ist bei geradem ß

v(w)={a)i^pAx/Wv^-

Ist ß ungerade, so ist ß — a gerade, B — y ungerade,

a(B-y)-(ß-a)y=l

und daher nach dem vorhergehenden Falle

= (^)^cJi^Hr^)'

wo

C = ay 4- (ß - a)(B - y)(l - a2) -a(ß-a).

Es ist aber

(^)-(S)-
C - A - 1 = (1 - a2)(ay - aB - ßy - 1)

= (a3-a)(2B-y)

= 0 (mod 24),

v{n) = v
.7 +

(g -7)'
1 + tu

(ß-a)a>
a +

1 +
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weil a3 — a durch 3 und 8 theilbar ist, und

341

'(r^-Ä'M-i-.)

_,    fi(l+*>)     ,—r-.,   ,

Da überdies die Grossen ¿A//« > — ¿©/(l 4 <o), — ico positive reelle Bestandtheile

haben, so wird

\iN      —ia> I    X I iX    .-r- .^5=
\   CO     \1+C) M+fi) \    6)

und demnach

l_JV_    ..  x/A^       I -ico

Daher ist, wie bei geradem ß,

§4/

Es sei ßy ungerade.    Man darf ß positiv annehmen.

Man hat

1

v{x) = v

8 + y-

ß + a-

und daher auf Grund des bereits erledigten Falles

R = ß8 + ay- ayß2 + aß

wo

ist.    Es ist aber

(y)-(^)(i),(-^(i).
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und sonach

T) l -^-J =S — imn(a>),

s~ín-L== \K
S — ico       \ o)


